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Applications polynomiales

-133 TD 3 —

Exercice 1.

1. Construire un polynéme unitaire de degré 2 sur Z/6Z ayant plus de 2
racines.

2. En déduire que sur un anneau méme fini, un polynéme unitaire de degré
n peut avoir plus de n racines.

Exercice 2.
1. Décrire toutes les permutations a quatre éléments.
2. Pour chaque permutation, déterminer si elle est polynomiale ou pas.
3. Quel est le nombre d’applications affines bijectives de {0, 1,2, 3} dans lui
méme ?
4. Comparer le nombre de permutations polynomiales avec le nombre d’ap-
plications affines.

5. Montrer que ’ensemble des permutations polynomiales forment un sous-
groupes du groupe des permutations.

6. En déduire le nombre de permutations polynomiales.

Exercice 3. Un ensemble K est un sous-corps d’un anneau A si :

V(z,y) e K?, 1 —ye K
V(z,y) € K?, zy € K
Vee K\{0}, 27t e K
1ye K

1. Montrer que ’ensemble des matrices de la forme (g 8) avec ¢ € Fy est
un corps.

2. Montrer que ce n’est pas un sous-corps de 'anneau des matrices carrées
d’ordre 2 sur Fs.
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Exercice 4. Un ensemble E est un K-espace vectoriel si (E, +) est un groupe
commutatif et si la loi externe . définie de K x E dans E par (A, z) — Az
vérifie les axiomes suivants :

— 1k est neutre a gauche pour la loi . :

Vee B, lxgax==zx

— la loi . est distributive a gauche par rapport a I’addition de E :

VAeEK, Ve,y e B, Alx+y)=Az+ Ay

— la loi . est exodistributive A droite par rapport A addition du corps

K:

Vaue K, Ve e E, (A+p)ax=Az+py

— a loi . est exoassociative par rapport a la multiplication du corps :

VYiue K, Ve e E, (Ap).c=A(px)

Soit K un sous-corps d’un corps L.
1. Montrer L est un K-espace vectoriel.
2. En déduire qu’ il existe un entier n tel que #L = (#K)™.

Exercice 5. Soit K un corps, on définit la caractéristisque de K comme le
plus petit entier n > 0 tel que n.1x = 0, si cet entier n’existe pas on dit que
le corps est de caractéristique nulle (comme par exemple R)
1. Montrer que cette définition est équivalente a n est le plus petit entier
strictement positif tel que Vx € K, n.x = 0.
2. Montrer que la caractéristique d’un corps fini K est un nombre pre-
mier. (existence et primalité de la caractéristique).
3. Montrer que k = {0,1.1x,2.1x,3.1k, ...
d’un corps fini K de caractérstique p.

(p — 1).1x} est un sous-corps

4. Montrer que si F' est un sous-corps d’un corps K de carctéristique p alors
k est un sous-corps de F.

5. Montrer que la cardinalité d’un corps fini K est p™.



